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Aufgabe 11

Aufgabe 11, Potenzreihenansatz in linearen Differentialgleichungen
Gegeben sei folgende lineare homogene Differentialgleichung (DGL) zweiter Ordnung (Schrodinger-

Gleichung fur zwischenmolekulare Wechselwirkung):

n 1+ !
Y+ Y () = Sy() =0 (1)
Durch das Einsetzen des Ansatzes y(x) = Y72, c]-xj mit der Anfangsbedingung y(0) = 1 bekommt
man folgenden Ausdruck:

y(x)=1+ax+ %a(a - Dx? + %a(a —1D(a—-2%)x3+ %a(a —D(a—2%)(a—-3%)x*+- (2)

LOosung

a) Kann die DGL (1) Polynome als Losung haben? Wenn ja, fir welche Parameter a?

Ja! Nach Kapitel VIII S.32 im Stammbach Teil C lassen sich die Losungsfunktionen linearer homogenen
Differentialgleichungen zweiter Ordnung als Potenzreihen mit Mittelpunkt x, entwickeln, falls die
Koeffizientenfunktionen der Differentialgleichung ebenfalls eine Potenzreihenentwicklung im Punkt
X zulassen.

Dies ist in diesem Beispiel moglich. Nach der Multiplikation der Gleichung (1) mit x? wird dies
deutlich:

x2y"(x) + (1 +x)y'(x) —ay(x) = 0 (3)

Alle Koeffizientenfunktionen kdnnen mittels einer Potenzreihe dargestellt werden. Ausserdem ist a
als Parameter unabhangig von x und dieser Ansatz gilt fiir alle Parameterwerte.

b) Benutze die Formel (2), um mit dem Taschenrechner Naherungswerte flir Funktionswerte
von y zu erhalten (z.B. y(4)). Untersuche besonders den Einfluss von a und der Ordnung, bei
der man die Reihe abbricht, auf das Ergebnis. Was stellst du fest?
Betrachtet man in einem Plot die
105 angenommen Werte, so werden verschiedene
Unterschiede in den einzelnen
Grossenordnungen der Funktionen sichtbar.

e

: %%pn Mit Hilfe eines plotfahigen Taschenrechners
e : @%@%‘% (MATLAB) wird ersichtlich, dass sich der
s ch,%og%%%%%% Funktionswert fir betragsmassig kleine a
- o]
OO%O%%%%Z%% kaum verdndert, aber es ist auch ersichtlich,
[e] o
° Coongl dass die Anderung zunimmt, wenn n fir y(n)

@ steigt. Ist aber durch y(n) eine Abweichung
20 0 vorhanden, wird sie durch den Betrag von a
verstarkt.

Fazit: Die Grossenordnung tragt mehr zu einer besseren Naherung bei als das a.
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c) Berechne den Konvergenzradius der Reihe (2). Was ist der Zusammenhang mit a) und b)?
Mithilfe der Formel fiir den Konvergenzradius lasst sich berechnen:

a—j?
1 . . j-l-lcj ) — j2 _ a—1 .
== lim [Z2 = tim 2= = i [ = i [T 1 ] = 0
R j—oo C]' ) C]' j—oo ]-|—1 j—oo 1-}-]

Die Reihe konvergiert also lediglich im Entwicklungspunkt x,. Das heisst, dass mit beliebigen x # x;
keine Prazise Aussage (iber den Verlauf der Losungsfunktion gemacht werden kann.



